Unidad 3 - Parte A - Métodos de integracion: partes, sustitucion trigonométrica y fracciones parciales

Ejercicio propuesto 3A.6.8
Adaptado de: 2° final 2011-1, tipo A, problema 3, inciso b).

Efectte J. _dx

e —1
Resultado: ang tan/e?* — 1 + C.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 103.

3A.7 Errores frecuentes

= No comprobar. Derivar el resultado toma un minuto y detecta casi todos los errores
de signo y de constantes; varias resoluciones publicadas tienen justo esos errores
(Apéndice C).
2
= Olvidar el factor de v en partes. Si dv = x dx, entonces v = x? no x2; si dv = e**dx,

v= e

= Cambiar de v a media integral ciclica. En la segunda aplicacién de partes hay que
elegir el mismo tipo de funcién como u; si no, se regresa a la integral original y queda
0=0.

= No dividir una fraccion impropia. Si el grado del numerador es mayor o igual que

el del denominador, las fracciones parciales dan un sistema sin solucién.
C

W; un cuadratico

= Olvidar términos en la descomposiciéon. Un (x—2)? pide x—sz +
irreducible pide numerador Bx + C, no solo B.

= Dejar la respuesta en 6. En la sustitucion trigonométrica hay que regresar a x con el
triangulo; 0 solo aparece como ang sen E, ang tan f 0 ang sec E

» Olvidar el factor del cambio en dx. Con 3x = 4senf, dx = % cos 8 df, no cos9do.

*» Quitar el valor absoluto del logaritmo. | % = In|x — 2|, porque el integrando
también existe para x < 2.

3A.8 Formulario de emergencia de la unidad

» Partes: f udv = uv — f v du; eleccién de u con LIATE (logaritmo, inversa, algebraica,
trigonométrica, exponencial).
* [Inxdx =xInx —x; [ angtan x dx = xang tan x — %ln(l +x2).

» [tanxdx = —In|cosx[; [ secxdx = In|secx + tan x|; [ csc x dx = In|csc x — cot x.
" sen’x = %(1 — 08 2x); cos? x = %(1 + 08 2x); 1 + tan® x = sec® x; 1 + cot? x = csc? x.
X 1

= [sen?xdx = 5

] jsecz’xdx = %(secxtanx+ln|secx+tanx|)4

. 2 —x,1
4sen2x,fcos xdx = 3 +4sen2x.

= Sustitucién trigonométrica: \a? — x> — x = asen®; Ja’? +x> — x = atanf;
x% —a% - x = asecd.

. du 1. tan %; | du_ _an sen 2; | du _ _ 1angsect
a’+u? P! a’ ) 22 ) TN ) 2 2n8 a’

f\% :ln‘u+\/uzta2
u“ta
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2.1.4 Integral impropia

Una integral es impropia si un limite de integracion es infinito o si el integrando no esta
acotado en un punto del intervalo (extremo o interior). Se define con un limite:

Lw f6) dx = lim Jb f)dr,

a

y, si f no esta acotada en q,

b b

J f(x)dx = lim J f(x)dx.

a t—at Ji

Si el limite existe y es finito, la integral converge y su valor es ese limite; si no existe
(oY)

o es infinito, diverge. Con J_m, o con un punto malo ¢ dentro de [a, b], se parte en dos

integrales y cada una debe converger.

. . . 1
Integrales p (sirven para anticipar el resultado): flw i—x converge si p > 1,y | i—’;

P
converge si p < 1.

y

b —
—_
X
b
2.2 Como reconocer el problema
El enunciado dice... Procedimiento

d .
«Calcular <X» con log,, una base variable o a*

ar Derivadas con In y cambio de base

(2.3.1)
Derivacién logaritmica (2.3.1)
Hiperbolicas (2.3.2)

y = f(x)8%), o e elevado a algo con In

Aparecen senh, cosh, tanh en una derivada,

integral o limite

<8Calcular, si existe, el limite» de un cociente que da
[ee]

1°%

Un producto que da 0 - oo, 0 una resta de fracciones

que da co — oo

Una potencia f(x)$%) que da 1%, 0° o oo”

L’Hopital (2.3.3)
Reescribir como cociente (2.3.4)

Tomar logaritmo (2.3.5)
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3.1=A(x -2 +Bx-1)(x-2)+C(x—1).Conx =1: A=1.Conx = 2: C = 1.
Coeficiente de x>: A+ B=0= B=—1.

dx - “1l=In lx—2|— L ion: 4t 1
4. | s = Inlx—1|-In|x—2|-—=+C. Comprobacion: al sumar —— ——+ =y
sobre (x — 1)(x — 2)%, el numerador es (x —2)? — (x — )(x —2) + (x — 1) = 1.

Ejercicio 3A.5.10 - Sustitucion u = x? y después tangente

Adaptado de: 2° final 2019-2, problema 3, inciso b).
, X
Efecttie J ——dx.

\/1+x4

Resolucién.

1. El factor x es casi la derivada de x?: u = x2, du = 2x dx.
= lJ du
2 N1+ u?
2. Raizde 1+ u? u = tan0, du = sec?0df, V1 + u? = sech.

I= %J'secédez %ln|se09+tan9|+c

3. Regreso: tanf = u = x2, secd =1+ x4
4. | \/% = % In (xz +1+ x4) + C. Comprobacién:
3
2x + 2x4 x<\l1+x4+x2)
1+x — — X

1
2ot et (2 eiedt) et

3A.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la soluciéon y comprueba cada uno derivando. Las resoluciones com-
pletas estan en el Apéndice E, seccién E.3A.

Ejercicio propuesto 3A.6.1

Adaptado de: 2° extraordinario 2010-1, tipo A, problema 3, inciso a).

Efectte J sen(In x) dx.

Resultado: %[ sen(ln x) — cos(ln x)] +C.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 3A.6.2

Adaptado de: 1er extraordinario 2015-1, problema 3, inciso a).
Efectue J x(In x)? dx.

x 2 _ x* x?
Resultado: =—-(Inx)" — - Inx + 5 +C.
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3. Simplifica el nuevo cociente (fracciones dentro de fracciones, factores comunes) y
vuelve a sustituir.
4. Sisigue indeterminado, repite. Si un factor tiende a un niimero distinto de cero (como

senh x
X

cosx > 1o — 1), sacalo del limite para no derivarlo.

2.3.4 L’Hopital: formas 0 - o0 e co — oo
f g

1. 0-oco: escribe fg = 72T Deja en el denominador el factor que sea mas facil de
derivar; un In se queda casi siempre en el numerador.
. , . 0
2. 00 — oo con dos fracciones: haz la resta con comin denominador. Queda e

3. Aplica 2.3.3.

2.3.5 L’Hopital: formas 1%, 0° e co®
1. Llama y = f(x)$™) e identifica la forma sustituyendo.
2. Toma logaritmo: Iny = g(x)1In f(x). Es 0 - co.

] . In f(x) ,
3. Escribelo como cociente, In y = ———, y aplica 2.3.3.
1/g(x)
4. Silimlny = L, entonces lim y = e’. No olvides este paso: el limite de In y no es la

respuesta.
5. Comprobacién répida para 1%: si f — 1y g — oo, entonces lim f§ = Mg (/=1

2.3.6 Integral impropia de limite infinito
1. Escribe el limite: f:o = limy_, ff (o ffoo =lim,, o fac) Si los dos limites son infinitos,
parte en un punto cémodo, como 0.
2. Calcula la antiderivada (Unidad 3A si hace falta) y comprueba derivandola.
1

3. Evalta entre a y b y toma el limite. Recuerda: e® — 0,Inb — oo y oy —0si b — oo

T .
angtanb — += sib — +oo.
4. Concluye con palabras: «converge a...» o «diverge».

2.3.7 Integral impropia de integrando no acotado

1. Busca donde se anula el denominador o donde un In se va a —oo, y si ese punto esta en
un extremo o dentro del intervalo. Una integral con un punto malo interior parece una
integral definida normal: es la trampa.

2. Extremo: I: = lim;_, 4+ ftb (o lim;_,;- fa[).

. . b . t ., b .. . .
3. Punto interior ¢: [, = lim_,~ [, +lim_,+ [, . Si una de las dos diverge, toda la integral
diverge.
4. Antiderivada, comprobacién por derivacién, evaluacion y limite, como en 2.3.6.

2.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - L’Hoépital, forma 1%
Adaptado de: ler final 2011-2, tipo C, problema 2.

2 3x
Calcule, si existe, lim (l + —) .
X—00 X
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Unidad 3 - Parte A - Métodos de integracion: partes, sustitucion trigonométrica y fracciones parciales

2. Sustituyendo:

—~
|

4cos0 - gcose 27 [ cos? 0
=| —————dd==— | ——=df
% sen*0 16 J sen*d

z J cot?fcsc?0do = -2 cot’0+C
16 16

(con w = cotf, dw = — csc? 0 df).

A —Qy2
3. Triangulo: hipotenusa 4, opuesto 3x, adyacente y/16 — 9x2. Entonces cot§ = —1(’3x9x y
3, (16—9x2)3/?
cot’ 0 = = .
V16-9x? 16—9x?%)3/? .
4. J e T dx = ¢ 48x3) + C. Comprobacion:
27x416 — 9x2 + 3x%(16 — 9x2)%/2  \[16 — 9x? (27x2 + 48 — 27x2)
48x06 48x4
_J16-9x?
P

Ejercicio 3A.5.6 - Sustitucién trigonométrica con secante: \x2 — 1
Adaptado de: 2° final 2018-1, problema 3, inciso b).

Resolucion.

1. Raizde x2 — @ cona = 1: x = sec®, dx = secOtan0d0O, \/x2 — 1 = tan#.
2. Sustituyendo:

Efectte con x > 1).

sec

I= J tanz secOtan 6 df = Jtanzede
= J(sec29—1)d9: tan6 -0+ C

3. Tridngulo: hipotenusa x, adyacente 1, opuesto \x% — 1; tan§ = \x? — 1, 0 = ang sec x.
Jx2—
4. ledx =+/x? — 1 — angsec x + C. Comprobacién:

X _ 1 _ x? -1 _ x2 -1
\/xz—l x\/xz—l xx/xz—l X

Ejercicio 3A.5.7 - Fracciones con un cuadratico repetido

Adaptado de: 1er extraordinario 2019-2, problema 3, inciso b).

3
Efecttie 2x7 4 10x
(x2+1)%
Resolucion.
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Ejemplo resuelto - L’Hopital con hiperbdlicas

Adaptado de: 2° final 2010-2, tipo A, problema 2.
Calcule, si existe, lim (cosh x)l/ senhx
x—0*

Resolucion.
1. cosh0 =1y —— — co: forma 1%.
senh x ) h
2. Seay = (coshx)l/ senhx, Iny= M, de la forma 2 (In1=0,senh0 = 0).
senh x 0

3. L’Hbépital, con (Incoshx)’ = % = tanh x y (senh x)’ = cosh x:

lim Iny = lim 220X _ 0 _

x—0* x—0* coshx 1

4. lim (coshx)l/senhx — o0 — 1,
x—0*

s - oo, coshx—1
5. Comprobacién con la regla rapida de 1%°: “senhx

asi que el limite es e°.

senh x
cosh x = 0),

— 0 (por L’'Hopital,

2.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 2.5.1 - Derivada con base variable: cambio de base

Adaptado de: 1er final 2010-1, tipo C, problema 2.

dyp o x
Calcule Thz S = log,x(2x)~.

Resolucion.

In(2x)*
1. Cambio de base (para x > 0): y = n@x)

2. Derivada: y’ = 2 l
2x  x
1

d
3, ﬁ‘x:z ==

_ xIn2x —In2x.

IneX

Ejercicio 2.5.2 - Derivacién logaritmica de x!/*
Adaptado de: 1er final 2010-2, tipo C, problema 2.

Inx

Obtenga d_y‘ siy=ex
& dxlx=1 Y ’

Resolucion.

Inx 1
1. Comoe x = (elnx) /x, la funciénes y = x!/*: base y exponente variables.

. 1
2. Logaritmo:Iny = 2
x 1
/o =-x—Inx
3. Derivacién implicita: — =

_1-Inx

2 2

X X

oy l/xl—lnx
4. Despeje: y' = x Q2
5. Enle:y’zl-%.
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7.x—3=Ax(x+1) +B(x+1)+Cx%. Conx =0: B= —3.Conx = —1: C = —4.
Coeficientede x>: A+C=0= A = 4.

8. ¢ X3 dx =4ln |x| + 3 41n|x + 1| + C. Comprobacion:
x3+x? x

3 4 44X’ +4x-3x-3-4x>  x-3

x2(x+1) T x3 a2

4_3 _
x x2 x+1

3A.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 3A.5.1 - Partes ciclica: exponencial por seno

Adaptado de: ler final 2010-2, tipo A, problema 4, inciso a).

Efectte J e** sen x dx.

Resolucion.

1
1. Partes conu = senx, dv = e2¥dx, v = Eezx:

1 1
I= Eezxsenx— EJezxcosxdx

. . 1
2. Otra vez partes, con el mismo tipo de u: u = cosx, v = Eezx:

Jer cosxdx = %ezx cos x + %I

1,2

3. Sustituyendo: I = %ezx senx — Je *cosx — i], asi que %I = iezx(z senx — cos x).

4. [e*senxdx = ée“(z senx — cos x) + C. Comprobacién:

éez"[z(z senx — cos x) + (2 cos x + sen x)] =e?*senx
Ejercicio 3A.5.2 - Partes con una inversa: x ang sec x
Adaptado de: 2° extraordinario 2019-1, problema 3, inciso b).
Efectue J x ang sec x dx (con x > 1).
Resolucion.
. dx x?
1. LIATE: la inversa es u. u = ang sec x, du = sdv=xdx,v==.
& xVx?—1 2
2. Partes:
x? 1 x dx
I = —angsecx — >l =5
2 x2 -1
. . . dx
3. La integral que queda es inmediata con w = x? — 1: [ = =x?-1.
gral que q X I oy
4. [xangsecxdx = x? ang sec x — %\/xz — 1+ C. Comprobacién:
2
X ang sec x + = x angsecx

X _ X
2xyx2 -1 24x2 -1
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Resolucién.
1. Base — oo, exponente — 0: forma oo,
2. Seay = (1)x: Iny=xln 1o XxInx= _ln_x, de la forma =.
x X 1/x &
3. L’Hopital:
lim Iny = — lim = lim x=0
x—0* x—0* —1/x2 x—0*

4. lim (l)x = =1.

x—0T\X

Ejercicio 2.5.6 - Impropia con un punto malo interior
Adaptado de: 2° extraordinario 2015-1, problema 2.

9

Determine si la integral J' converge o diverge.

dx
0 3¥x—1
Resolucion.

1. El denominador se anula en x = 1, que esta dentro de [0, 9]. Se parte:

9 t 9
= lim | + lim | .
0 =17 Jo  s—1t Jg

2. Antiderivada: J %(x - 1)_1/3 dx = %(x - 1)2/3 + C. Comprobacion: [%(x - 1)2/3]/ =
%(x - 1)71/3.
3. Primera parte: limtﬁl—[%(t —1)%3 - %(—1)2/3] =0-
@)’ =1
1

4. Segunda parte: lims_>1+[%(8)2/3 - %(s - 1)2/3] =;@-0=2

1 _ 1 _1\2/3 _—
; = —3 porque (-1)*/* =

5. Las dos convergen: —% +2= %
6. La integral converge y vale %

Ejercicio 2.5.7 - Impropia hacia —co: completar el cuadrado
Adaptado de: 1er final 2020-1, tipo A, problema 2.

-1
Determine si la integral J dx

————— converge o diverge.
o X2+ 2x+2

Resolucion.

1. Completar el cuadrado: x? + 2x + 2 = (x + 1)? + 1. Antiderivada: ang tan(x + 1) + C.

Comprobacién: [ang tan(x + 1)]’ = oo

2. Limite inferior infinito:
lim angtan(x + 1)|;1
a——co

=angtan0— lim angtan(a+1).
a—>—o
3. angtan0 = 0 y angtan(a + 1) — —%: el resultado es 0 — (—72—[)
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. Identifica a. Si la raiz es \/16 — 9x2, escribe 3x = 4 sen @ (es decir, u = 3x, a = 4).
. Si hay ax? + bx + ¢, completa el cuadrado: x% + 6x + 18 = (x +3)> + 9; hazu = x + 3 y

sigue con u.

. Sustituye x, dx y la raiz; simplifica hasta una integral trigonométrica (casi siempre de

potencias, 3A.3.2).

. Integra en 6.
. Regresa a x con el triangulo: dibuja el de tu caso (figura), pon x y a donde dice la

sustitucion y lee sen 0, tan 0, cot ... como cociente de lados. El angulo solo se escribe
. x x x
con su inversa: § = angsen —, angtan = o0 angsec —.

3A.3.4 Fracciones parciales

1.

Compara grados. Si el grado del numerador es mayor o igual que el del denominador,

divide: £ = cociente + 8idu0.

. Factoriza el denominador en factores lineales y cuadraticos irreducibles. Para una

cubica, prueba raices enteras que dividan al término independiente (+1, +2,...) y divide.

. Escribe la descomposicion:

= cada (x — r) distinto da %;

. A
= un (x — r)¥ repetido da % + (xé—iy + ot ﬁ;
» cada cuadrético irreducible x? + px + g da %; si esta al cuadrado, también
Dx+E
(x%+px+q)*°

. Obtén las constantes. Multiplica por el denominador. Sustituye las raices reales

(cada una da una constante al instante: método de «tapar»); para las que falten, iguala
coeficientes de x? o del término independiente, o sustituye un valor sencillo como
x=0.

. Integra cada término:

[A% gy, Al 4
- (x—r)? x—r

JBJZH_Cdx:Eln(x2+q)+£angtani.
xX“+q 2 V4 V4

6. Junta los logaritmos si quieres (In|x — 1| = In|x — 2| = In |fc—:;|) y comprueba derivando

o sumando las fracciones.

Atajo. Antes de descomponer, revisa si el numerador es la derivada del denominador, o

casi: [

2x+1

5 dx =In|x? + x — 2| + C sale con u = x% + x — 2.
x“+x—-2

3A.3.5 Sustituciones diversas

1.
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Busca la parte «incomoda» del integrando (una raiz de x, una exponencial dentro de
, 1 - .
una raiz, un In x o un = dentro de otra funcién) y llamala u.

. Despeja x y dx en términos de u, o identifica du en el integrando.
. Sustituye todo: no debe quedar ninguna x. Lo que queda suele ser una integral inme-

diata, racional (3A.3.4), de partes (3A.3.1) o de sustitucion trigonométrica (3A.3.3).

. Regresa a x y comprueba derivando.

Unidad 2 - Funciones logaritmo y exponencial: hiperbodlicas, regla de L’Hopital e integral impropia

Ejercicio propuesto 2.6.3

Adaptado de: 2° extraordinario 2011-2, problema 2.

R , 1
Calcule, si existe, lim 4x sen(—).
x—00 2x

Resultado: 2.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 100.

Ejercicio propuesto 2.6.4

Adaptado de: 2° extraordinario 2010-1, tipo A, problema 2.

Calcule, de ser posible, J

® In(x — 5)
— dx.
s 2x—10

Resultado: La integral diverge (tiende a —o).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 100.

Ejercicio propuesto 2.6.5

Adaptado de: 2° final 2016-1, tipo A, problema 2.

dy)
Calcule Talxoo 1V = logz(

Sen x
e

2)'

Lo
Resultado: 3 (= 1.44).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 2.6.6

Adaptado de: 1er extraordinario 2016-2, problema 2.

Calcule, si existe, lim (1 — senh x)COth".
x—0*

Resultado: e~ 1.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

2.7 Errores frecuentes

Usar L’Hopital sin forma indeterminada. Antes de derivar, sustituye y escribe la
forma. % no es indeterminada: es co.

Derivar con la regla del cociente. En L’Hopital se derivan el numerador y el deno-
minador por separado.

Olvidar regresar del logaritmo. En 1%, 0° e oo

es eL, no L.

0 se calcula limln y = L; la respuesta

Creer que 1% = 1. Es indeterminada: (1 + %)3x — e,

Signos en las hiperbdlicas. (coshx)’ = senhx, sin el signo menos del coseno;
cosh® x — senh® x = 1, con resta.

No ver el punto malo interior. I; 3%2(_% parece normal, pero en x = 1 el integrando
no esta acotado: hay que partir en dos.

Declarar que converge sin tomar el limite. Si F(b) — o, la integral diverge, aunque
la antiderivada esté bien.
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3A.3 Procedimientos

3A.3.1 Integracion por partes

6.

Judvzuv—Jvdu

. Elige u con el orden LIATE: Logaritmo, Inversa trigonométrica, Algebraica (polinomio),

Trigonométrica, Exponencial. La primera que aparezca en el integrando es u; el resto,
con dx, es dv.

. Escribe el cuadro: u, du = v’ dx, dv, v = f dv (sin constante).
. Aplica la férmula. La nueva integral f v du debe ser més sencilla; si no lo es, cambia la

eleccion.

. Si queda otra vez un producto de polinomio por exponencial o trigonométrica, repite

partes (una vez por cada grado del polinomio).

. Integral ciclica (e** sen bx, sen(In x)): aplica partes dos veces con el mismo tipo de u.

Reaparece la integral original I; despéjala como una incégnita: [ = ---—kI = (1+k)I = ...
Con In x 0 una inversa sola, toma dv = dx, v = x.

Las que hay que saber.

Con ang sec x (para x > 1): u = ang sec x, du =

Jlnxdx:xlnx—x+C
Jangtanxdx = xangtanx—%ln(l +x)+C

angsenxdx = xangsenx +v1—x?+C

dx

xVx2-1’

la integral que queda es algebraica

(ejercicio de la seccion 3A.5).

3A.3.2 Potencias trigonométricas

En el examen de Calculo Integral salen poco (3 incisos en el Plan 2010 y 9 en el Plan
2016), pero Calculo Vectorial las usa en casi todas las integrales de linea, de superficie y
en polares. Vale la pena dominarlas.

j sen™ x cos™ x dx.

1.

38

Si m es impar, separa un sen x, pasa el resto a cosenos con sen® x = 1 — cos? x y usa
u = cosx.
Si n es impar, separa un cos x, pasa el resto a senos con cos?x = 1 — sen? x y usa
U = senx.

2 2

Si los dos son pares, baja las potencias con sen

x = %(1 — cos2x) y cos
cos 2x); repite si hace falta.

1
x—2(1+

Unidad 3 - Parte A - Métodos de integracion: partes, sustitucion trigonométrica y fracciones parciales

Unidad 3 - Parte A - Métodos de integracion: partes, sustitucion
trigonométrica y fracciones parciales

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno adquirira habilidad en
el uso de diversas técnicas de integracion y las aplicara en la resolucion de
problemas geométricos. El programa de 2016 dice lo mismo con otras palabras:
«El alumno aplicara métodos de integracion y los utilizara en la resoluciéon
de problemas geométricos».

Instrucciones de emergencia

= Plan: los dos. Los métodos son los temas 3.1 a 3.4 del Plan 2010 y 3.1 a 3.3 del Plan
2016. El Plan 2016 no nombra las «sustituciones diversas» (tema 3.4 del Plan 2010),
pero esas integrales salen en 20 de sus 60 examenes.
= Frecuencia: es el problema 3 (tres integrales, una por método) en los 52 exame-
nes del Plan 2010 y en los 60 del Plan 2016. Incisos por método en el Plan 2010:
fracciones parciales 50, sustitucion trigonométrica 35, por partes 34, otras susti-
tuciones 23 y potencias trigonométricas 3. En el Plan 2016: fracciones parciales
51, por partes 43, sustitucién trigonométrica 35, otras sustituciones 20 y potencias
trigonométricas 9.
= Tiempo: de 6 a 8 horas para esta parte. Es la que mas rinde: vale un sexto del
examen por si sola y es la base de la Parte B, de la integral impropia y de Calculo
Vectorial.
= Ruta corta:
1. Lee la tabla de la seccién 3A.2 y la de integrales inmediatas de la 3A.1 (30 min).
2. Lee los procedimientos 3A.3.1, 3A.3.3 y 3A.3.4 (partes, sustitucién trigonomé-
trica y fracciones: la terna tipica).
3. Sigue el ejemplo 3A.4 tapando la resolucién.
4. Resuelve los ejercicios 3A.5 con cronémetro (8 min cada integral) y comprueba
cada resultado derivando.

3A.1 Conceptos y expresiones

Integral indefinida. | f(x) dx = F(x) + C quiere decir que F’(x) = f(x). Por eso toda
integral indefinida se comprueba derivando: si la derivada del resultado no regresa al
integrando, hay un error. En este libro cada integral termina con esa comprobacion en
una linea.

Cambio de variable. Si u = g(x), entonces du = g’(x)dx y

Jf (8(x) g'(x)dx = J f(u) du.

Todos los métodos de esta unidad terminan en una integral inmediata, casi siempre
después de un cambio de variable. Al final se regresa a x.
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El enunciado dice... Procedimiento

«Determinar si la integral converge o diverge» con
o0 en un limite

Integral definida cuyo integrando se va a infinito
en un extremo o dentro del intervalo

Impropia de limite infinito (2.3.6)

Impropia de integrando no
acotado (2.3.7)

2.3 Procedimientos

2.3.1 Derivada de logaritmos y exponenciales; derivacion logaritmica soLo PLAN 2010

Inu
Ina u
2. Simplifica con las propiedades antes de derivar:Ine* = u,Inv” =rlnu,In - = Inu—Inv.

Muchas veces la funciéon queda muy sencilla.

1. Sihay log, (aunque la base dependa de x), cambia a In: log, u =

3. Deriva con la regla de la cadena: (Inu)” = u; ) =, (@") =a*Inav’,(log,u) =
v
ulna’
4. Sila funciénes y = f(x)g(x) (base y exponente variables), toma In en los dos lados,

Iny = gln f, deriva implicitamente y despeja:

7

/ ’ f
y = fg(g 1nf+g7)~
5. Evalua en el punto pedido al final.

2.3.2 Funciones hiperbolicas soLo PLAN 2010

1. Derivadas: (senhu)’ = coshu u’; (coshu)’ = senhu u’ (sin signo menos);
(tanhu)” = sech®u u’; (cothu)' = —csch®u o/ (sechu) = —sechutanhu u’;
(cschu)’ = —cschucothu v’.

2. Integrales: las mismas férmulas al revés, por ejemplo [senhudu = coshu + Cy
[ sech® udu = tanhu + C.

’ ’

'

3. Inversas: (ang senhu)’ = —+—; (ang coshu)’ = —4—; (angtanhu)’ = —%. Al inte-
& T ne T ne =

grar, el resultado puede darse con ang senh o con su forma logaritmica.
4. Si una expresion mezcla ¥ y e, reescribela con las definiciones (¢* + e™* = 2 cosh x)
o multiplica por e*. Por ejemplo,

d *d
X | £= =angtane* + C.
eX e X e2x 41

5. En un limite, sustituye primero senh 0 = 0 y cosh 0 = 1 para saber qué forma indeter-
minada es.

2.3.3 L’Hopital: formas % y E

1. Sustituye el valor: confirma que da g ) g Escribelo, porque sin forma indeterminada
la regla no se aplica.
2. Deriva el numerador y el denominador por separado.
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—> Resolucion en el Apéndice E, p. 102.

Ejercicio propuesto 3A.6.3
Adaptado de: 2° final 2015-2, tipo B, problema 3, inciso a).

Efectie I(tanx —secx)? dx.

Resultado: 2tanx — 2secx — x + C.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 102.

Ejercicio propuesto 3A.6.4
Adaptado de: 2° final 2020-1, problema 3, inciso c).

2.2
Efectie J M
sec(x2)
Resultado: % sen3(x?) + C.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 102.

Ejercicio propuesto 3A.6.5

Adaptado de: 2° extraordinario 2012-2, problema 3, inciso a).
dx

VG +3)? +9]3.

Resultado: x+3

—_— 4+ C
9y (x+3)%+9

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 102.

Efectiie I

Ejercicio propuesto 3A.6.6
Adaptado de: 2° extraordinario 2019-1, problema 3, inciso c).
e* dx
€ +1)(e*—1)
Resultado: %ln le¥ — 1| — %ln(ezx +1)— % angtane* + C.

Efectiie J

— Resolucién en el Apéndice E, p. 103.

Ejercicio propuesto 3A.6.7

Adaptado de: 1er final 2018-2, tipo A, problema 3, inciso c).
dx

x2x2 +4

Resultado: —% +C.

Efectie J

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 103.
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Resolucion.
1. Al sustituir, la base tiende a 1 y el exponente a co: forma 1%.

_ 2 3x
2. Seay = (1 + x) . Entonces

In(1+ 2
Iny= 3xln(1 + E) = #,
¥ En
de la forma %.
. ’ -2 x2 ’ 1
3. Derivadas: [In(1 + %)] =7 +/2/x y [é] =57

4. L’Hopital:

, ; _Z/xz 2
fim Iy = Yim 25 (55)

= lim ——— =
x—e0 1+2/x

3x
5. lim (1 + E) = ¢,
X—00 X

6. Comprobacién con la formula de e: (1 + %)bx — et

cona=2yb=3.
Ejemplo resuelto - Integral impropia que converge

Adaptado de: 2° final 2015-2, tipo B, problema 2.
(9]

Determine si la integral converge o diverge.

dx
e x(Inx)?
Resolucion.
1. El limite superior es infinito:

J' © dx i J'b dx
— = lim | ——.
e x(nx)? b ) x(Inx)?

2. Cambio de variable u = Inx, du = d?x:

J'd_x = J‘u_zdu:—L+C
x(In x)? Inx

1y 1 1

Comprobacién: (—m =Gy

3. Evaluacién:
b
1
= lim(-— + —
e b~>oo( Inb lne)
=0+1.

4. La integral converge y vale 1. Es el area de la region sombreada de la figura de
2.14.
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1. Racional propia (grado 3 contra grado 4); x? + 1 es irreducible y esta al cuadrado:

2x3+10x Ax+B Cx+D

= +
(x% +1)2 x2+1 (x2+1)?

2. 2x3 4+ 10x = (Ax + B)(x? + 1) + Cx + D = Ax® + Bx? + (A + C)x + (B + D). Igualando
coeficientes: A=2,B=0,A+C=10=C=8,D=0.
2x _ 2 8x ___4 — 42
3. xZde =In(x*+1)y | eI dx = oy (las dos con u = x* + 1).
2x3+10 4 s
- (’;2:1);( dx = In(x? +1) - =7 + C. Comprobacién:
2x " 8x _ 2x3 + 2x + 8x
x2+1 (x2+1)2 (x24+1)2

Otra via, mas corta: conu = x> + 1, xdx = %du y 2x2+10 = 2u+ 8, la integral es
1 4
Ejercicio 3A.5.8 - Fracciéon impropia: dividir primero

Adaptado de: 2° extraordinario 2011-1, problema 4, inciso b).

3 _
Efectte J' i dx.
X2 +x—2
Resolucion.

1. Grado 3 contra grado 2: se divide. Cociente x — 1, residuo 2x + 1:

x3—x+3_ 2x+1
X2 +x—2 x2+x—2

(se comprueba con (x — 1)(x%? +x —2) +2x + 1 = x> — x + 3).
2. X% +x-2=x+2)(x—1)y2x+1=A(x—1)+B(x+2). Conx = 1: B=1; con
x = —2: A = 1. (También sirve el atajo: 2x + 1 es la derivada de x? + x — 2.)

3 2
3. [5 BB =% —x+ In|x + 2| + In|x — 1| + C. Comprobacién:
xX“+x—2 2

1 1 2x+1
+ =x—-14 ——mM8—
x+2 x-1 X2 +x—2

x—1+

Ejercicio 3A.5.9 - Fracciones con un factor lineal repetido
Adaptado de: ler extraordinario 2015-1, problema 3, inciso b).
dx
x3 —5x2 +8x—4
Resolucion.

Efectie J

1. Raices enteras de la ctibica: x = 1 la anula (1 — 5+ 8 — 4 = 0). Al dividir entre x — 1
queda x? — 4x + 4 = (x — 2)%. Asi, x> — 5x% + 8x — 4 = (x — 1)(x — 2)%.
2. Descomposicion:

1 A B C

G-Da-2?7 -1 x-2 @ (x-27
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dy B
’ a x=1 -

Ejercicio 2.5.3 - Forma 0° con seno hiperbélico
Adaptado de: 2° extraordinario 2011-1, problema 3.

Calcule, si existe, lim xSenhx,
x—0*
Resolucion.

1. El enunciado original escribe x — 0; como x5enh¥ 010 esta definida para x > 0, el
limite es por la derecha. Al sustituir, la base y el exponente tienden a 0: forma 0°.
2. Seay = x*"™¥:|Iny = senhxInx = ln_x de la forma —.
chx ©

3. L’Hépital, con (csch x)” = — csch x coth x:

lim 1 li 1/x
im Iny = lim —————
x—0* Y x—0* —csch x coth x
, senh? x
= lim (——)
x—0"\  xcoshx
h h TA
4. Se separa: — X . % — —1- = = 0 (por L’'Hépital, % - @ =1).
x cosh x
5. lim xsenhx = g0 = 1,

x—0"

Ejercicio 2.5.4 - Forma oo — co: L’Hopital dos veces

Adaptado de: ler final 2016-1, tipo A, problema 2.

.. , x 1
Calcule, si existe, 11m( - —)
x—»1\x—1 Inx
Resolucion.
1. Cerca de 1, las dos fracciones crecen sin limite: forma co — oo, Comtin denominador:

x 1

x—1 Ilnx

_xlnx—-x+1
(x—1)Inx

>

de la forma g.

2. L’'Hopital: numerador In x + 1 — 1 = In x; denominador In x + XT_l =lnx+1- i Sigue
0

6.
3. Otra vez: numerador %; denominador )1—( + é:
; 1/x 1
lim = .
=>11/x+1/x2  1+1

4. El limite vale %
Ejercicio 2.5.5 - Forma oo®
Adaptado de: 1er final 2018-2, tipo C, problema 2.

. L. , 1\*
Determine, si existe, lim (—) .
x—>0T\x
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Ejercicio 3A.5.3 - Potencia impar de la tangente

Adaptado de: 1er final 2018-1, tipo C, problema 3, inciso a).

Efectie J tan> x dx.

Resolucién.

2

1. Solo hay tangentes: se convierte un tan® x en sec? x — 1.

Jtan3xdx = Jtanxseczxdx—Jtanxdx

. . . 1
2. La primera es inmediata con u = tanx, du = sec x dx: 2 tan® x. La segunda es
—In|cos x|.
1 .,
3. jtanSxdx = Etanzx + In|cosx| + C. Comprobacién: tanxsec?x — tanx =

tan x(sec® x — 1) = tan® x.

Ejercicio 3A.5.4 - Cociente de potencias con exponente fraccionario

Adaptado de: 1er final 2010-1, tipo C, problema 3, inciso c).

, sen x
Efectie J 3 Z dx.
cos’ x

Resolucion.

1. Se escribe como tan™ x sec” x: cos’ x = cos x - cos® x, asi que

[ sen x , sen x 1

3 o= 3 : > = tan'/3 x sec? x
cos’ x cosx cos?x

2. Hay sec? x (exponente par): u = tan x, du = sec? x dx.

Ju1/3 du = %u4/3

3. [ % dx = % tan?/3x +C = %\3/tan4x + C. Comprobacion: % . % tan'/? x sec? x =

1/3

tan!/3 x sec? x.

Ejercicio 3A.5.5 - Sustitucién trigonométrica con seno: 16 — 9x?
Adaptado de: 2° final 2011-1, tipo A, problema 3, inciso a).

V16 — 9x2

" dx.

Efectie J

x
Resolucién.

1. Raizde a® — w®* conu = 3x,a = 4: 3x = 4senf, dx = %cos@d@, 16 — 9x% = 4 cos b,

4 256 4
= = sen* 0.
x T [%
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4. La integral converge y vale %

Ejercicio 2.5.8 - Impropia con integrando no acotado en un extremo

Adaptado de: ler final 2019-1, tipo A, problema 2.

1
x+1
Determine si la integral J' L
0 x

dx converge o diverge.
Resolucién.

1 1
1. En x = 0 el denominador se anula: J = lim J .

0 >0 )¢

dx
2. Cambio de variable u = \/x + 1, du = —:
x 2x

J@d ZJul/Zdu

%(\/}+1)3/2+C

Comprobacioén: [%(\/} + 1)3/2]' = 2(Jx + D2, ﬁ}
3. Evaluacién:

lim 23/2 (\f+ 1)3/2]
e—>0*
= —(2& -1).
3
4. La integral converge y vale %(2\/5— 1) = S‘E—_“ (= 2.44).

2.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,

seccion E.2.

Ejercicio propuesto 2.6.1

Adaptado de: 2° final 2020-1, problema 2.

Calcule, si existe, lim (x + cos x)¢*.
x—0*

Resultado: e.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 100.

Ejercicio propuesto 2.6.2
Adaptado de: 2° final 2017-1, problema 2.

Calcule, si existe, hm( 1 —l)
x—0t\eX —1 x

Resultado: _E'

— Resolucién en el Apéndice E, p. 100.
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Sustitucion Ejemplo

u=1x x=u?dx =2udu 1+{_ 21“+d“=2\/}—21n(1+\/})+c

u=e", du:exgx f11+ezx f1+u2 =angtane* +C

u=Inx,du= ; fﬂdxzfudu—l(lnx)2+(3

uz%,du:—i—ﬁ fiz en dx——fsenudu—cos—+C
_ 42 _ _1 du _ 1

u=x*du=2xdx [ 1+x4 = i 2angtanx +C

3A.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - La terna tipica: partes, sustitucion trigonométrica y fracciones

Adaptado de: 2° final 2011-2, tipo A, problema 3.
Efectue las integrales:

— x2 _
a)chostdx b)Jl—;dx c) J';C—gzdx
x X3+ x

Resolucion.
. . 1
1. a) Polinomio por coseno: partes con u = x, du = dx; dv = cos2xdx, v = 7 sen 2x.

chostdx = %xsean— %Jseandx

2. a) [ xcos2xdx = %x sen 2x + 4—11 cos 2x + C. Comprobacion: % sen 2x + x cos 2x —
% sen 2x = X oS 2X.

3. b)Raizde 1 — x2% x = sen6, dx = cos0dh, 1 — x? = cosb.

J cos 0 cosfdb = JcotZHdG

sen? @
= J(cscze —-1)do
=—cotfd-0+C

4. Del triangulo (hipotenusa 1, opuesto x, adyacente /1 — x%): cot§ = Jix ,0 =

ang sen x.
J1=x2 52
5. b) 1x2x dx = - lxx — angsen x + C. Comprobacién:
1 1 1-x2 N1-4?
2J1-x2 J1-x2  x2J1- 2 x?

6. c) Racional propia; x> + x? = x%(x + 1), con x repetido:
x—3 A B C
— =4+ =24
(x+1) x

x2 x+1
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= Derivar log,« sin cambiar de base. Primero log, u = E—Z y simplificar; casi siempre
queda algo sencillo.

2.8 Formulario de emergencia de la unidad

= In(ab) = lna+ Inb; ln% =Ina—Inb;Ind" =rlna ™" = x;Ine* = x.
= @ =4 log, x = ln_x
Ina

s (Inu) = u—; () =e"u'; (@) =a*lnav’; (log,u) = .
ulna

u
J% :ln|u|+C;Je”du:e”+C;Jaudu: la—+C.
u

na

= y=f8y =f(g 1nf+gf7)-

ef—e ™ e +e ™
2 2

= (senhu) = coshuw’; (coshu)’ = senhuw’; (tanhu) = sech®uu’.

= angsenhx = In(x + Jx? + 1); ang cosh x = In(x +y/x? — 1); ang tanh x = 7 In =,
f_ i

= L'Hopital (g 0 Z):lim ¢ =lim .

2 2 2 2
; cosh” x — senh” x = 1; 1 — tanh® x = sech” x.

s senhx = ;coshx =

i b
= y=f8:limy = mshnf, lim, eo(1 + %) Y= e,

; b . 1 .
f:’f = limp 0 fa f. flw :—; converge si p > 1; Io i—’;, sip<l

2.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Limite: sustituye y escribe la forma indeterminada antes de cualquier otra cosa.

2. Potencia f&: toma In, pasa a cociente, aplica L’Hopital y termina con el

3. Integral: revisa los limites (+o0) y los ceros del denominador dentro del intervalo;
escribe el limite antes de integrar.

. Deriva la antiderivada para comprobarla y concluye «converge a...» o «diverge».

. Derivadas con log,: cambio de base, simplifica y después deriva.

(SN

34

Unidad 3 - Parte A - Métodos de integracion: partes, sustitucion trigonométrica y fracciones parciales

Ejemplos:

J cos® xdx = J(l —sen? x) cos x dx

:senx—%sen3x+c

1 1
Jsenzxdx 2X— Zsen2x+C

1
J sen® x cos? x dx = n J sen? 2x dx

1 1
=3X—5 sendx + C

[ tan™ x sec” x dx.

2

1. Sin es par, separa un sec? x, pasa el resto a tangentes con sec®x = 1 + tan® x y usa

u = tan x. Ejemplo:

J tan? x sec? x dx = J tan? x(1 + tan® x) sec? x dx
1 3 1 5
= ;tan” x + - tan x+C
2. Sim es impar, separa sec x tan x, pasa el resto a secantes con tan® x = sec?
U = secx.
3. Si solo hay tangentes, convierte un tan? x en sec
3A.5).
4. Si el integrando es un cociente de senos y cosenos, escribelo como tan™ x sec” x:
sen’ x b—a

-~ = tan® x sec
COSs™ X

x—1yusa
2 x — 1y repite (ejercicio de la seccion

x. Sirve también con exponentes fraccionarios.

También conviene saber [ sec® x dx = %( sec x tan x + In | sec x + tan x|) + C (por partes,
ciclica): aparece al final de varias sustituciones trigonométricas y en longitud de arco.

3A.3.3 Sustitucion trigonométrica

a Va? + x? x
x x -2
4 ] ] 0 [
a? — x? a a
x =asenf x =atanf x =asect
Raiz Sustitucién y lo que queda
a? — x? x =asenf, dx =acos6db,\Va? — x2 = acosf

x = atan6, dx = asec?0d0, \a® + x2 = asech

x =asecH,dx =asecOtanfdh, \x2 —a? = atan6
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Integrales inmediatas. Hay que saberlas de memoria: en el examen no se permite
formulario.

Integral Resultado (més C)
n+1
f udu,n = -1 u
4 n+1
& In |u
u
[e'du e
[ senudu; [ cosudu —cosu; senu

f sec’u du; f csc? udu tanu; —cotu

[ secutanudu secu
[ escucotudu —cscu
[tanudu —In|cosu| = In|secu|
[ cotudu In|senuy]
[ secudu In|secu + tany|
[escudu In|cscu — cotu|
i du 1 ang tan =
a® + u? a a

u
—_— ang sen —
2 a
u 1 u
[ — — angsec — (conu >a > 0)
wu? — a? a a

In ‘u +ul £ az‘

J Va2 —u
Ju2 — a2
| du

Ju? + a2

Identidades trigonométricas que se usan.

2 2

sen? x + cos® x = 1, 1 + tan® x = sec X,

2

1+ cot? x = csc X, sen 2x = 2sen x cos X,

sen® x = %(1 — cos 2x), cos? x = %(l + cos 2x).

Valor absoluto y constante. El logaritmo lleva valor absoluto: | % =Inlx-2[+C.

Dos resultados que difieren en una constante son los dos correctos: In|x? + x — 2| y
In |x + 2| + In|x — 1| son la misma antiderivada; 2 ang sec Ve* y 2 ang tan v/eX — 1 también.
Los cinco métodos. Por partes (3A.3.1) para productos de funciones de distinto tipo;
potencias trigonométricas (3A.3.2) para sen™ x cos” x y tan™ x sec” x; sustitucion trigono-
métrica (3A.3.3) para raices de a® — x?, a® + x? y x? — a?; fracciones parciales (3A.3.4) para
cocientes de polinomios; sustituciones diversas (3A.3.5) para raices de x, exponenciales y
logaritmos dentro de otra funcién. Muchas integrales de examen combinan dos: primero
un cambio de variable y después uno de los otros cuatro.
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3A.2 Como reconocer el problema

El enunciado siempre dice «Efectuar las integrales» (o «Efectia»); lo que decide el método
es la forma del integrando. Revisa los renglones en este orden: el primero que encaje es

el método.

El integrando tiene...

Procedimiento

Una funcién g(x) y, multiplicando, su derivada
2 Inx  2x+1
(salvo una constante): x cos x*, —, —
P(x) x 7 x“+x—2
Un cociente de polinomios ===
P o00)

1 . .
— . SInraices reales
ax®+bx+c

Va? — x2 (sola, en un cociente o elevada a %)
Va2 +x2 0 (x2 + a2)3/2

x2 — g2

Jax? +bx +c

Polinomio por e**, sen ax o cos ax

Polinomio (o nada) por In x, ang tan x, ang sen x,
ang sec x

e sen bx, e** cos bx, sen(In x), cos(In x)

sen™ x cos” x con un exponente impar

sen™ x cos” x con los dos exponentes pares

tan™ x sec” x, (tan x — sec x)?, cocientes de seno y
coseno

Jx, JYx + 1 o 3/x dentro de otra funciéon

¢* dentro de una raiz o de un cociente

Inxi dx
nx junto con -

)1—( dentro de otra funcién y i—f o i—);

Cambio de variable u = g(x)
(3A.3.5)

Fracciones parciales (3A.3.4); si el
grado de P es mayor o igual que el
de Q, divide primero

Completa el cuadrado y usa

ang tan (3A.3.3)

x = asenf (3A.3.3)
x =atanf (3A.3.3)
x = asec (3A.3.3)

Completa el cuadrado y después
uno de los tres anteriores (3A.3.3)
Partes con u = polinomio (3A.3.1)
Partes con u = el logaritmo o la
inversa (3A.3.1)

Partes dos veces: integral ciclica
(3A.3.1)

Separa un factor y usa

sen? + cos? = 1 (3A.3.2)

Angulo doble (3A.3.2)

Pasa a tan y sec y usa

1+ tan® = sec? (3A.3.2)

u = /x (o la raiz que aparezca)
(3A.3.5)
u=e“ou=+e*—1(3A3.5)
u=Inx (3A.3.5)

uz%@A&@

La terna tipica. En 50 de los 52 examenes del Plan 2010 un inciso es de fracciones
parciales; los otros dos suelen ser uno por partes y uno de sustitucion trigonométrica. Si
un inciso no encaja en ninguno, casi siempre es de sustitucion (u = y/x, u = ¢*, u = Inx)

seguida de uno de los otros métodos.
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